L’algorirmo di Fibonacci per moltiplicare due numeri interi

La scrittura posizionale di un numero, menfre permette di scrivere (e leggere)
numeri anche molfo grandi, come ha spiegaro Fibonacci nel primo capitolo, pone, nello
sfesso fempo, il problema di come eseguire le operazioni elemenfari dell’arirmefica.
Sorprendentemente, e in modo geniale, Fibonacci, anziché iniziare con un algorirmo per
sommare gli inferi, inizia con il prodotto illusfrando, a partire da casi semplici fino ad
arrivare al caso generale, come pofer molfiplicare due qualsiasi numeri inferi sapendo
solo quale sia il risulfato che si ottiene molfiplicando due cifre, riducendo cosi il prodoffo
di due numeri con molte cifre al prodoffo di due numeri di una sola cifra, in definifiva

riducendo futto alla tavola pitagorica, da fenere bene a mente e «sulle dita» (1.13). La
rappresentazione dei numeri sulle dita delle mani &€ una prafica molto antica [vedi scheda

Calcolare con le _mani] che Fibonacci non frascura ed anzi sollecita spesso come

sfrumenfo per facilitare la memoria a ricordare i “riporti” che via via intervengono durante
'esecuzione dell'algoriimo. Il termine algoriimo & in questo caso particolarmente
opportuno, non solo per il richiamo al matematico arabo  al-Khwarizmi che, oltre a
fondare I'algebra, ha sviluppato il calcolo indiano, nofo in occidente col nome generico
di algorismus [A. Allard, Muhammad ibn Musa al Khwarizmi. Le calcul indien (Algorismus), Albert
Blanchard, Paris, 1992], ma anche e proprio per la forma algoritmica del procedimento
descrifto da Fibonacci che permette di trovare le varie cifre del prodofto atfraverso un
processo ricorsivo  facilmenfe  riproducibile con un qualsiasi linguaggio  di

programmazione.

La scelta di iniziare col prodofto anziché con la somma infroduce subito il leffore
nel merito della rivoluzione che si sfava compiendo, presentando problemi difficili se non
impossibili da risolversi coi vecchi mefodi, rivoluzione che doveffe avere un impaffo
straordinario non solo su Fibonacci, che non si astiene dal confessare che il calcolo
basafto «sulle nove figure degli Indiani mi piacque sopra ogni altra cosa» (1.3), ma anche sui
suoi confemporanei, sui grandi mercanti pisani che con quei nuovi strumentfi potfevano
piu facilimente navigare nel mare dei loro complicafi confi. E' con grande soddisfazione,
mista di entusiasmo, che Fibonacci dice «affiiché gli inesperti abbiano qui un insegnamento
perfetto, ho deciso di mostrare la moltiplicazione dell’ottava posizione» (11.40) e spiega, a
fifolo di esempio, come eseguire la moltiplicazione 12.345.678 per 87.654.321, cioe
come sommare 12.345.67/8 volre il numero 87.654.321!


http://www.progettofibonacci.it/skede/cap_1/contare.html

Cercheremo nel seguito di illusfrare ' algorirmo di Fibonacci per la moltiplicazione
con i simboli e il linguaggio della matematica contemporanea, per renderlo esplicito a un
lettore di oggi, ma anche per evidenziare la modernita del metodo e il suo caraffere
ricorsivo che permette la scriffura di un semplice algorifmo, che proponiamo in una
apposita scheda in Python. La nostra presenfazione, a differenza di quella di Fibonacci,
che dal semplice arriva al generale, non e didaftfica ma & pensata per gli insegnanti di
Matematica o Informatica in modo che, una volta compresa la logica dell’algorirmo,
possano frovare una loro forma didaffica, eventualmenfe seguendo il percorso che lo

stesso Fibonacci propone nel secondo capitolo del Liber abaci.

Usando la scriffura decimale, un numero intero di n cifre; a = a,.;...asa,a; a, (0 < a
< 10) & dato dalla somma:

a=a,+a 10+ a,10°+ a;10°+. +a, 10"
e un secondo numero di m cifre: b = b,...bsbs b, by, dalla somma:
b=bo+ b 10 +b,10°+ by 10°+..+ b, 10™

e il loro prodotfo di oftiene usando piu volte la propriefa associafiva, commutafiva e
distributiva del prodoffo rispeffo alladdizione. La sola che Fibonacci esplicitamente cifa,

dando le alfre per sconfate & quella disfributiva:

N

«..quando un qualche numero ¢ diviso in parti e ogni singola parte e moltiplicata per un
qualche numero, quelle moltiplicazioni raccolte in una sola sono uguali alla moltiplicazione
di tutto il numero diviso, per il numero per il quale furono moltiplicate tutte le parti dello

stesso.»(11.7)

Si fraffa dunque di calcolare, distribuendo i faffori, i numeri Ay, A, , ... Asme che

compaiono nel prodotfo:

axb=la+a10+ .. +a,10" )x(bo+b10+ .. +b, 10" =
=A, +A 10+ A, 10°+  + Ao 10mm2

Tali numeri A, sono somme di prodotti di due numeri di una cifra ciascuno, sono cioe

somme di un certo numero di numeri di una o due cifre. Queste somme,


http://www.progettofibonacci.it/python/fibo_moltiplicazioneNxN_py.html

nell'impostazione di Fibonacci, sono calcolafe direframente, a menfe o con le difa, senza

bisogno di un algoritmo speciale per poterle frovare.

Un esempio alla lavagna

Per renderci confo della situazione e per organizzare correttamente gli indici
eseguiamo esplicitamente e per disteso l'algoritmo nel caso di due numeri a e b di fre e

due cifre.

Fibonacci indica di scrivere in «una tavola pulita
nella quale le lettere si cancellano facilmente» (I1.3) i due

numeri in modo che le posizioni si corrispondano: |l

numero maggiore softo il minore, cosa che implica

implicitamente I'assunzione della proprieta commutfativa

del prodoffo.

Eseguiamo ora il prodotto applicando la proprieta distributiva

axb=(,+a10+a,10%)x (b, +b,10) =
—apx by *+ (agx by +a, xby )10+ (@, x by +a,x by )10 +a,x b, 10° =
= Ay + AT0 + A107 +A410°

Il numero Ag= ag b & un prodotfto di due cifre, il numero di unita di a e quello di b, che
sara frovato a memoria o ufilizzando la tavola pitagorica. Quesfo prodoffo, come ogni

altrro numero intero, sara formaro da un cerfo numero ¢, di unita e da un multiplo di 10:
apx bg=Ay=co+1,10 dove 0<co<10 e 0O <y
axb =agxbgt(@xb, +a xby)10O+..=cyo+r,10 +(agxb; +a; xby )10 +..=

=Cotlrotagxb, +a xby)l0 +...

E, poiché cq < 10 sara la prima cifra decimale del prodofto.



Scriviamo ¢, in corrispondenza delle unita e feniamo in
memoria I'eventuale riporto r, di decine o, per non
sbagliare, come consiglia Fibonacci, «si tengano in mano

le decine» (IL2). Nella nostra lavagna segniamo il riporto

in un cerchio che poi cancelleremo per mettere il riporto
successivo.
Calcoliamo ora la seconda cifra, quella delle decine, che si oftiene da A; che e la

somma dei prodofti “in croce” con l'aggiunta del riporto ro:

fo+agxb;+a xbyg=rg+A =c, +r10 dove O0<c, <10 e O<r,

axb=cy +(o+apxb, +a xby)10+(a, xb, +a,xby)10° +.=
=co *+(c; + 1, 10)10 + (a; x by + @, x by J10° +...=

2
=Co tC, 10+(r, +a xby+a,xby)10” +..=
scriviamo la seconda cifra del prodofto ¢; nel posto
delle decine e teniamo in memoria il riporto r.

A questo punto si procede in modo analogo: calcoliamo

il numero di cenfinaia fendo confo del riporfo r; .

ayxby+asxbg+r =A+r=c,+r,10 dove 0<c, <10 e O<ry

axb= co+c, 10+ (co+,10)10° +a,x b, 10° =

=CO+C]]O+C2 ]O2+(r2+agx b1 )103

Scriviamo la terza cifra del prodoftfo ¢, nel posto delle

cenfinaia e feniamo in memoria il riporfo r,.

Infine

aQXb1+r2=A3+r2=C3+r3]O dove OSC3<]O e Ogr3



axb=cy+c10+c, 10°+ (c5+r,1010°=

Co*+ 10 + ¢, 107 + c310%+ 1,107

scriviamo c; e, se non nullo, le cifre che compongono r; . Ora il prodotto e completo.

Ecco come procede il calcolo nella molfiplicazione di 3/ per 49:

7xQ =3 + 60 3xQ + /x4 + 6 =1+ 60 x4 +6-=18

Il caso generale

Consideriamo, in generale, due numeri inferi a e b e il loro prodoffo a x b.
Scrivendo i numeri col sistema decimale infrodofto da Fibonacci, il prodotto dei due
numeri si offiene sviluppando, come abbiamo deffo, con la proprieta distributiva, le

seguenfi somme:

axb=lag+a 10+ ..+ 2,107 )x (b + 10 + ...+ by 10™) =
— Ay A TO+A 107+ .+ AL, 10™=

= o+ C 10+ 107 + . +cp1Op‘1

| numeri A, sono delle somme di prodoffi di due numeri di una cifra e si calcolano a

partire dalle singole cifre di a e b. Precisamente:



A=) axb

i+ j=k

in parTiCO|are AO = Qg X bo, A1 = Qp X b1 + a5 x bo y e Amm,g = Ap-1 X bm,1.

Dato un numero intero s indichiamo con u(s) la sua prima cifra decimale e con m(s) il suo
“riporto” cioé il numero offenuto da s levando fale cifra. Cosi, ad esempio u(453)= 3 e
m(453)= 45. Ogni numero s sara quindi decomposto in due faftori: la sua prima cifra

decimale e il suo riporfo.

s=u(s) + m(s)10 con 0 < u(s) <10
L’algoritmo che permette di calcolare le cifre ¢, del prodoffo a x b si offiene calcolando
via via i riporfi r, “da ritenere sulle dita” e questi vengono calcolafi con la seguente

formula ricorsiva:

170

— +
r m(Ak rk—l) (k=0,1,...,.n*m-2)

Fatto questo, le cifre decimali del prodotto sono date da ¢, = U(A, + 1))
Dimostrazione
Sia

axb=A, +A 10+ A, 10°+ A, 10° + . =

“[U(Ag) + MANTOl + A, TO + A, 107 +.. = u(Ay) + [M(A)+A]10 + A, 107 + .

essendo U(Ay)<10 abbiamo cq = U(Ay) e, per la formula ricorsiva, m(Ag) = m(Ag + 1 ) = 1o .

Otteniamo quindi
axb=cotiotA)10 + A, 107+ A, 107 +
Applichiamo la stressa scomposizione al fermine ro+A,

CotlrgtANTO + A, 107 +.. = cot [ulig*A)) + mirg*A)10]10 + A, 107 + =



= o+ UligtA)104[m(rg*A)) + A, 1107 + A, 107 +
essendo u(rp+A)<10 abbiamo ¢, = ulr,+A,) e, dalla formula ricorsiva m(ry*+A;) = r; dunque
axb=cyrc10 +(r+ A)10° + A, 10° +
Applichiamo la stessa scomposizione al termine r+A;,
oty 10 +r+ AJT0% + Ay 10° + .= core 10 + [ulr+ Armlr+ AJ10]T07 + Ay 10° + .=
= cotci 10 + ulr+ AY) 107 +[m (r+ A + Ay 1 10° +
essendo u(r+Ay)<10 abbiamo ¢, = ulr+A,) e, dalla formula ricorsiva, m(r;+A,) = r, dunque
axb=cetc,10 +¢, 107 + [+ AJ)10° + .=
Si capisce come il procedimento confinui ricorsivamente fino alla ulfima espressione
axb=cotc;10+ 107+ .+ cppal0"™ 4 (rps+ AL, 21072
Fimea T Avemee = Ulemes T Ao Mg+ Aneneo) 10 = Cramen * Frimes 10.

Sostituendo offeniamo

p) m-3 m-2 m-1
axb=cy+c10+c,10°+ .+ a0+ i 10" + 1,0 10"

A questo punto le cifre decimali di r,.,» saranno le ultime cifre decimali del prodotto.

Un possibile miglioramento formale dell’algorirmo consiste nel definire tufti i fermini
A, come somme dello stesso numero di fermini. Questo & possibile ponendo b, = 0

per i >m-1 e per i<0. Inquesto modo risulfa per ogni k > O:

Ak = dg X bk + a x bk,1 + as X bk,g + ot anx bkfnﬂ
infafti:
AO = Qg X bo + a5 x b_1 T as X b_2 + ot an X b—n+1: Ag X bo,

A1 = dg X b1 +31Xbo+agx b,1 + ...+an,1Xb,n+2=aoXb1 +81Xbo



e, infine A, = 0 per k >n+m-2, essendo nulli fuffi i coefficienti b, dafo che k-n+1> m-1
per k >n+m-2. Quesfa esfensione ci permefte di iterare il nostro algorirmo fino a

quando r, >0. La nostra formula ricorsiva

r,=0

rk:m(Ak+rk_1)

ci fornisce rumt = Mrhams) da CUI Iims = Ulemes )t M(fims) 10 = Ulhema )t e 10 €,
fornando al nostro prodotfo,

n+m-1

m-2
axb= Co ™t C}]O + T ChJ,m_g]Oh et rn+m_210 =

= Co * C ] O tt Cn+m72‘] Ommiz + [U(rme )+ Fhem-1 ]O] ‘]On+m7]=

+m-2 +m-1 +|
= CO+ C}]O + ...+ Cn+m,2]on " + Cﬂ+m4 ]On " + rmm,] ]Om "

e l'algoritmo confinua fino a quando il riporfo r, si annulla.

Si vede che da un punfo di vista informatico la scriffura di questo algorirmo richiede la
capacita di scrivere delle funzioni direfte o ricorsive. Si deve infanto avere una funzione
cifre_ali) che assegna per ogni valore dell'indice i la i-esima cifra del numero a e
ugualmente, per il numero b, la funzione cifre_bli) estesa come deffo per valori negafivi di
i e per valori i>m-1. Poi si deve saper definire la funzione A(k) che & la somma di n
fermini essendo n sfesso una variabile e infine la funzione ricorsiva che calcola i resfi.
L'operazione u(s) & gia definita in Python prendendo il resto di s modulo 10 quindi
u(s)=s%10 e di conseguenza I'operazione m(s)=(s-s%10)/10.

Nella sezione informatica sara presenfato nei deftagli questo programma

[ moltiplicazione_X_2_cifre.py , moltiplicazione_fibonaccipy ] e una sua variante piU
sintetica ed efficiente [ fibo_prodottoNxN.py | sara discusso nei deffagli quesfo

programma e alcune sue possibili varianti.


https://www.progettofibonacci.it/python/moltiplicazione_x%202_cifre.html
https://www.progettofibonacci.it/python/fibo_prodottoNxN_py.html
https://www.progettofibonacci.it/python/fibo_moltiplicazioneNxN_py.html

Osserviamo che, quando i numeri da molfiplicare hanno molre cifre, vi & una
difficolta pratica nell’eseguire lalgorirmo di Fibonacci che consiste sopraftutto nelle
carenze, oggi piu che mai evidenti, della memoria di lavoro. Si trafta infaffi, per calcolare i
numeri A, di svolgere a menfe operazioni anche piuffosto lunghe, cosa impossibile senza
una buona memoria di lavoro, e di fenere a mente il resto precedenfe da aggiungere alla
fine questa operazione. Non a caso Fibonacci insiste alla fine del primo capitolo, non
solo nellimparare a memoria le diverse “porfe” dell’addizione e della moltiplicazione, ma
anche di esercifarsi lungamenfe al calcolo con la mente e con le mani cosa che

certfamente facilita I'agilita mentale e sviluppa le capacita cerebrali.

Fibonacci si rende conto di questa difficolta e propone, all’inizio del ferzo capifolo,
un ulteriore algoritmo semplificato. Dice «C’é infatti un altro modo di moltiplicare molto
pregevole soprattutto per le moltiplicazioni di grandi numeri» (IIL2). Quesfo algorifmo, a
parfe la disposizione delle cifre proposta da Fibonacci, & equivalente a quello in uso
oggi. Il vantaggio € che i riporfi sono in un qualche senso separafi in due parfi, ognuna

delle quali di piu facile memorizzazione. L’idea consiste nello sviluppare il prodoffo

axb=(a*al0+..+a.,10" )x(oy+b 10+ .. +b, 10" -
=(a*+ 210+ . +2,,10" Jxby +(ag+a 10+ .. +a,,10" )xb10+. +

+{ag+a, 10+ . +a 10" )x b, 10"

riducendolo alla somma di m prodoffi del numero a per i numeri di una cifra
bo , b1, ..., by i cuirisultati, essendo molfiplicati per potenze di 10, vanno

opportunamente scalati. Ovviamente nell’esequire il prodofto
(a0 + 2110 + .. +a,,10"" )x by =po + P10 + ... + p,10"

si dovra usare l'algorifmo precedente e quindi si dovra tenere a memoria correftamente i
vari riporti ma i numeri A, da calcolare ora si riducono a un semplice prodofto di due
cifre: albo . Questo prodoffo va ora scriffo in una opporfuna tabella dopo di che si pud

vuofare la memoria, dimenticare i riporti precedenti e passare al prodofto successivo:

(ao + aﬂo + ..t am]OM )X b1 = qo + qﬂo + ..t qn‘loh
fino all’ultfima cifra:

(o + 2,10+ . +a, 10" )x b, =so+ 510+ .. +s10



Fibonacci sceglie di scrivere in una fabella reffangolare i risulfati dei prodotti parziali e

due numeri a e b sui lafi della tabella come in figura.

Ch Cpy ... C; Co

Ap-1 ... G1 do
Po | Prot | - | P1 | Po | bo
On [ Qo1 |- [ O | Qo | b
Sy | Soor | oo IS | So | oo

Ora si devono sommare futfi i prodofti parziali posizione dopo posizione tenendo confo
del faffo che fali prodoffi sono molfiplicati per successive potenze di dieci. La cifra in
prima posizione sara dunque ¢, = Py, quella in seconda ¢y = p; + go € cosi via sommando
le cifre in diagonale e ftrasferendo alla diagonale successiva un evenfuale riporto. |l
risulfato viene segnafo sopra il molfiplicatfore a. Si vede che con quesfo procedimento
occorre fare a memoria solo prodofto di cifre coi loro riporti, i prodotti calcolati vanno
scritfi nella rabella, e non fenufi a menfe. In un secondo fempo si procede con la somma
dei prodofti parziali lungo le diagonali tenendo in memoria eventuali riporfi da frasferire
nella diagonale successiva.

Torniamo ora alla lavagna ed eseguiamo il prodotto di 4321 per 96/ mettendo a

confronto il la disposizione di Fibonacci con quella atfuale:

2350007
4321

4321
567
30247
25926
21605
2350007

Vi sono alfri fipi di moltiplicazione di origine indiana e cinese risalenfi

probabilmente al IV secolo e anche prima che richiedono ancora meno uso di memoria,



chiamati moltiplicazione a graficola o a gelosia, mefodi, forse inconsapevolmente, ripresi
e diffusi da Nepero nel 1617 probabilmente con l'intenfo di realizzare delle macchine

moltiplicatrici.



